Ganzrationale Funktionen ¢ Kriimmung und Wendepunkte
Ubung

/

1. Lesen Sie am Graphen von f(x) = — %X3 + %xz den Wendepunkt sowie die
Kriimmungsintervalle ab. Bestdtigen Sie Ihre Entscheidung durch Rechnung. eco

Y

-4 -3 -2 -1 0 1 2 4 5 6

2. Bestimmen Sie die grofdtmoglichen Kriimmungsintervalle folgender Funktionen. Geben Sie
auch die Koordinaten aller Wendepunkte an. eco

a) flx) =x3—-2x+1
b) f(x) = 1x3 —3x2 4 3x
6 2
c) f(x)= —%(X4 —8x3 + 48x + 24)

d) f(x) =1iox5 —-3x3+2x—-6

3. Die folgende Tabelle zeigt, auf zwei Nachkommastellen gerundet, die Funktionswerte
sowie der Werte der zweiten und dritten Ableitung der ganzrationalen Funktion f vierten
Grades. Entnehmen Sie die Koordinaten aller Wendepunkte. oo

X =5 —4 -3 =2 -1 0 1 2 3 4 5
f(x) —44,08 | —38 | —26,75 | —15,33 | —-6,75| =2 | —0,08 | 2 | 9,25 | 28,67 | 69,25
f"(x) 12 5 0 -3 —4 -3 0 5 12 21 32
""" (x) -8 —6 —4 =2 0 2 4 6 8 10 12

4. Begriinden Sie anhand der Funktion f(x) = x*, dass die Bedingung f" (x,) = 0 nicht
ausreichend fiir die Existenz eines Wendepunkts ist. eeo
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5. Beweisen Sie, dass jede ganzrationale Funktion dritten Grades f(x) = ax3 + bx? + cx + d
(esista,b,c,d € Rund a # 0) einen Wendepunkt besitzt. Bestatigen Sie ferner, dass c und

d unerheblich fiir die Wendestelle xyy sind und dass gilt: xyy = — 3%. ee0

6. Die Existenz einer Wendestelle x, kann nachgewiesen werden durch die beiden Kriterien
f""(xg) = 0und f"""(xq) # 0.
Zeigen Sie, dass diese Kriterien nicht ausreichen, um den Wendepunkt der Funktion
f(x) = %XS zu bestitigen. eeo

7. Folgender Graph zeigt die zweite Ableitung "' (x) der ganzrationalen Funktion f.
Entnehmen Sie dem Schaubild die maximalen Krimmungsintervalle sowie die
Wendestellen der Funktion f. eeo

8. Bestimmen Sie die Wendetangente der Funktion f mit dem Term
f(x) = %X3 +3x% + %x + 2. 000
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Ganzrationale Funktionen ¢ Kriimmung und Wendepunkte
LOsung

1. Der Wendepunkt des Graphen liegt bei WEP(1; 1).

Der Graph von fist linksgekriimmt im Bereich | — oo; 1] und rechtsgekriimmt in [1; oo[.
Esistf'(x) = — zxz + 3x und f"'(x) = —3x + 3. Offensichtlich gilt f” (1) = 0. Da es sich bei

x; = 1 um eine einfach Nullstelle von "' (x) handelt, liegt ein Vorzeichenwechsel vor, also
handelt es sich tatsidchlich um eine Wendestelle. Einsetzen in f(x) liefert den
entsprechenden Wendepunkt: f(1) = 1, also WEP(1; 1). Weitere Nullstellen von f"' (x)
liegen nicht vor.

a) Gyistrechtsgekrimmtin | — oo0; 0] und linksgekriimmt in [0; oo.
WEP(0; 1)

b) Gyistrechtsgekrimmtin | — oo; 3] und linksgekriimmt in [3; oo.
WEP(3; 3)

0) f'(x) = = (4x° — 24x2 + 48)
und f'(x) = —11—2(12x2 —48x) = —x? + 4x = —x(x — 4).
Gy ist rechtsgekriimmt in ] — o0; 0] bzw. [4; oo[ und linksgekriimmt in [0; 4].
Wendepunkte WEP; (0; —2) und WEP, (4; ?)

d f'x) = %X4 —9x? 4+ 2und " (x) = 2x3 — 18x = 2x(x — 3)(x + 3).
X x < -3 —-3<x<0 0<x<3 x >3
f"(x) - + - +
Gy rechtsgekrimmt | linksgekrimmt | rechtsgekrimmt | linksgekriimmt

G¢ ist rechtgekriimmt in | — o0; —3] bzw. [0; 3]
und linksgekriimmt in [—3; 0] bzw. [3; co].
WEP, (—3; 44,7) und WEP,(3; —56,7)

. Hinweis: Es handelt sich hier um die Funktionswerte von

f(x) = 1—12x4 + §x3 + %xz + 3x — 2. Es existieren die beiden Wendepunkte
WEP, (—3; —26,75) und WEP,(1; —0,08).

. Fir f(x) = x*istf'(x) = 4x3 und f"" (x) = 12x2.

Die einzige Nullstelle von " (x) lautet x; = 0, allerdings gilt f”’(x) > 0 fiir alle anderen
Werte von x. Folglich besitzt f”' (x) keine Vorzeichenwechsel an der Stelle x; = 0 und
damit auch keinen Wendepunkt.
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5. Die zweite Ableitungsfunktion von f(x) = ax3 + bx? + cx + d lautet "’ (x) = 6ax + 2b. Die
beiden Summanden, die c und d beinhalten, fallen beim Ableiten weg und sind daher fiir
die Wendestelle unerheblich. Das es sich bei f"' (x) um eine lineare Funktion mita # 0

2b b

handelt, besitzt diese stets eine Nullstelle mit Vorzeichenwechsel bei xyy = — P

6. f'(x) = —%X4
f"(x) = —2x3
" (x) = 6x2
"' (x) hat die einzige Nullstelle bei x; = 0, allerdings ist auch f""’(0) = 0.
Dass es sich trotzdem um einen Wendepunkt handelt, kann man mit Hilfe einer
Vorzeichentabelle zeigen.

X x<0 x>0
f"(x) + -
7.
X x<2 2<x<5 x>5
" (x) - + +
G rechtsgekrimmt linksgekrimmt linksgekrimmt

Der Graph Gy ist rechtsgekriimmt in | — oo; 2] und linksgekriimmt in [2; oo.
Ein Wendepunkt liegt vor bei x; = 2.

Bei x, = 5 kein Wendepunkt, da hier zwar eine Nullstelle von f”' (x), aber kein
Vorzeichenwechsel vorliegt.

8. Firf(x) = %X3 + 3x? +§x + 2 ist
f'(x) = %xz + 6x+§und f"(x) =3x+6.

Der Wendepunkt liegt bei WEP(—2; 3).
Die Wendetangente besitzt die Gleichung g(x) = —2,5x — 2.
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